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RESUMO

Problemas de localizacdo de facilidades numa regido sdo freqiientes na literatura. Nos problemas de zoneamento,
por outro lado, o objetivo ¢ dividir o territério em sub-regides menores, denominadas distritos ou zonas, de
forma a otimizar uma determinada fung@o objetivo e garantindo certas condi¢des de balanceamento da demanda,
de contigiiidade, e solu¢cdes compactas. Embora diversos problemas de localizagdo e de zoneamento t€m sido
tratados de forma discreta, agrupando areas elementares em distritos com o auxilio de um modelo matematico, o
atual estagio da computacdo tem permitido a utilizacdo de modelos continuos, com aproximagdes baseadas na
distribuigdo da demanda sobre a regido e ndo nas informagdes especificas de cada unidade a ser atendida.
Diagramas de Voronoi podem ser utilizados com sucesso na resolucdo de problemas de localizacdo e
zoneamento desse tipo. Sdo apresentados, neste artigo, os principais contornos teoricos e praticos do assunto,
seguidos de uma aplicagdo a um problema de transporte.

ABSTRACT

Facility location problems over a region are frequent in the literature. In districting problems, on the other hand,
the aim is to partition a territory into smaller units, called districts or zones, while an objective function is
optimized and some constraints are satisfied, such as balance, contiguity, and compactness. Although many
location and districting problems have been treated by assuming the region previously partitioned into a large
number of elemental areas and further aggregating these units into districts with a mathematical programming
model, continuous approximation, on the other hand, is based on the spatial density of demand, rather than on
precise information on every elementary unit. Voronoi diagrams can be successfully used in association with
continuous approximation models to solve location-districting problems, specially transportation and logistics
applications. We discuss in the paper the main theoretical and practical elements associated to this subject,
followed by an application to a transportation problem.

1. INTRODUCAO

A grande maioria de problemas de transporte e de logistica envolve relagdes espaciais, sejam
elas de divisdo de territério (defini¢do de zonas de trafego, por exemplo), localizagdo de
facilidades (estagdes de metro, depositos, centros de distribuicdo de mercadorias, pontos de
transbordo, etc.), redes de transporte, etc. Muitos problemas apresentam formulacdo discreta,
mas com os avangos da computacdo, modelos continuos tém sido utilizados de forma
crescente ( Langevin et al., 1996; Novaes et al., 2000; Dasci e Verter, 2001; da Silva, 2004;
Galvao et al., 2006, Novaes et al., 2007 ), principalmente nas fases de planejamento de novos
sistemas de transporte e de logistica. Neste trabalho vamos abordar, dentro da formulagao
continua, dois tipos de problemas bastante comuns na analise de sistemas de transportes ¢ de
logistica, e apresentados de forma integrada: problemas de localizagdo de facilidades e
problemas de zoneamento (districting).

Problemas de localizagdo de facilidades (Drezner, 1995; Drezner ¢ Hamacher, 2002) buscam
determinar os locais 6timos para sediar instalagdes diversas de forma a otimizar uma funcao
objetivo, como, por exemplo, minimizar o custo de transporte, maximizar a demanda atraida
pelo servico, além de outras. Esse tipo de problema tem frequentemente natureza geométrica e
combinatoria. A literatura técnica apresenta um grande numero de aplicagdes: localizagao de
estagdes de metrd, de hospitais, escolas, depdsitos, centros de distribuicao, etc.



O objetivo dos problemas de zoneamento, por outro lado, € obter a parti¢ao otimizada de um
territorio em unidades menores, chamadas de distritos, bolsdes, ou zonas, obedecendo
algumas restricdes. Uma parte dessas restricdes reflete basicamente critérios de bom senso.
Uma delas procura equilibrar a demanda entre os distritos. Além disso, os distritos ou zonas
devem ser contiguos e geograficamente compactos (Williams, 1995; Mehotra et al., 1998).
Outras restrigdes refletindo a natureza especifica do problema sdo normalmente adicionadas
ao modelo. Problemas de zoneamento sdo freqlientes em diversas aplicagdes praticas. Por
exemplo, zoneamento escolar (Schoepfle et al, 1991), defini¢do de distritos policiais
(D’Amico et al., 2002), divisdo de territério para vendedores (Zoltners ¢ Sinha, 1983), sdo
exemplos tipicos. No caso especifico de transporte e logistica sdo encontradas também
diversas aplicagdes na literatura técnica: defini¢do de distritos para aplicagdo de sal em redes
urbanas (Muyldermans et al., 2002), distribuicdo espacial de clientes de centros de
distribuicdo (Zhou et al., 2002), defini¢do de zonas de entrega para veiculos de distribui¢ao de
produtos (Dasci e Verter, 2001; Novaes et al., 2000; Galvao et al., 2006, Novaes et al., 2007),
etc.

Uma forma de resolver problemas de zoneamento ¢ partir de uma divisdo prévia do territorio
em pequenas areas e agrupa-las para gerar um certo numero de distritos, de forma a otimizar
uma fun¢ao objetivo, obedecendo algumas restrigoes (William, 1995; Mehrotra et al., 1998).
Ja nos problemas com formulacao continua, o espago subjacente ¢ representado por variaveis
continuas e a analise ¢ baseada na distribui¢do aproximada da demanda sobre a regido e nao
nas informacodes especificas de cada unidade a ser atendida (Langevin et al, 1996; Galvao et
al., 2006).

A associagdo de técnicas de aproximacdo continua com diagramas de Voronoi permite
resolver uma série de problemas da vida real. Especificamente, aplicacdes de diagramas de
Voronoi ndo ordindrios tém sido apresentados na literatura (Suzuki e Okabe, 1995; Boots et
al., 1997; Okabe et al., 2000; Galvao et al., 2006, Novaes et al., 2007). Boots et al. (1997)
utilizaram diagrama de Voronoi com pesos multiplicativos para definir areas de competi¢ao
no comércio varejista. Galvao et al. (2006) desenvolveram modelo matematico incorporando
diagrama de Voronoi com pesos multiplicativos para resolver um problema de distribui¢ao
urbana de carga parcelada. Esse mesmo problema foi resolvido considerando a existéncia de
barreiras no processo de criagdo dos distritos (da Silva, 2004).

O objetivo deste artigo ¢ descrever e analisar modelos de localizagdo e/ou zoneamento
aplicados a solu¢do de problemas de transporte, combinando diagramas de Voronoi com
algoritmos de otimizagdo. Na Secdo 2 ¢ apresentado um resumo dos conceitos basicos e
propriedades sobre diagramas de Voronoi de interesse para a solugdo de problemas de
transportes e logistica. A Se¢do 3 aborda aspectos computacionais ligados a construcao
pratica de diagramas de Voronoi. Na Secdo 4, por sua vez, ¢ apresentada em detalhe uma
aplicagdo na area de transporte urbano. Finalmente, na Secdo 5, sdo apresentadas as
conclusoes.

2. DIAGRAMAS DE VORONOI

Diagramas de Voronoi, de interesse para nosso estudo, sdo definidos no plano ( R*), embora
também sejam analisados noutras dimensdes. O conceito basico de diagrama de Voronoi ¢é
bastante simples (Aurenhammer, 1991; Okabe et al., 2000): dado um conjunto de pontos
distintos P ={P, P,,..., P,} num espago continuo, procura-se associar todos os demais pontos



desse espago com o membro mais proximo do conjunto P (aqui a distancia esta ligada a uma
métrica especifica, cujas varias formulagdes serdo sumarizadas adiante). O conjunto fechado
de m pontos constitui o conjunto gerador do diagrama de Voronoi, representado por
pP={P,P,,.,P,},comm=>2.

Sendo ,u(X,Y) a varidvel que exprime a distdncia entre dois pontos numa métrica

apropriada, ¢ sendo X,Ye R’pontos do plano, o diagrama de Voronoi ¢é definido
matematicamente por

V(P)={X € R*| u(X.P) < u(X.P). j=L..m} (1)
O exemplo classico ¢ o diagrama de Voronoi ordinario, em que a distancia entre dois pontos
¢ a Euclidiana, com ,u(X,Y):” X =Y || com as sub-regides resultantes formadas por

poligonos convexos (Figura 1a).

(a) Diagrama de Voronoi ordinario (b) Diagrama de Voronoi com pesos multiplicativos

Figure 1 - Diagrama de Voronoi ordinario e com pesos multiplicativos

Ha situagdes em que a distancia Euclidiana ndo representa bem o processo de atragcdo dos
pontos geradores. Por exemplo, suponhamos que os seis pontos geradores mostrados na
Figura 1b sejam lojas de varejo vendendo um mesmo tipo de produto. Suponhamos
adicionalmente que, além da distancia, a atracdao das lojas depende de uma série de atributos
refletidos nos pesos mostrados na Figura 1b. Para representar adequadamente esse tipo de
inter-relacdo, diversos tipos de diagrama de Voronoi foram desenvolvidos. Um deles ¢ o
diagrama de Voronoi com pesos multiplicativos (Voronoi-PM), representado pela seguinte
métrica (Okabe et al., 2000)

u(X,P)=— |x P, @)
W[

onde w; (i =1,2,...,m) representa um conjunto de pesos estritamente positivos. Para o caso de
dois pontos geradores, o lugar comum dos pontos do plano que satisfazem (2) é o ciculo de
Apolonio (Okabe et al., 2000), exceto quando w; = w,, quando o bissetor se torna uma reta.
A Figura 1b mostra um exemplo de diagrama de Voronoi-PM, para os pesos mostrados no

grafico. De uma forma geral, a regido resultante ndo ¢ necessariamente convexa ou conectada,
podendo inclusive apresentar espacos vazios (Okabe et al., 2000). Por essa razdo, cuidado



especial deve ser tomado ao se desenvolver modelos iterativos computacionais envolvendo
Voronoi-PM. Caso contrario, o processo computacional pode ndo convergir ou pode gerar
solugdes nao realistas (Galvao et al., 2006).

De forma andloga, o diagrama de Voronoi com pesos aditivos (Voronoi-PA) é representado
por (Okabe et al., 2000)

#(X,P)=|X=P[-w, . 3)
Aqui, o sinal de w; ndo ¢é restritivo, podendo ser positivo ou negativo dependendo do
problema. Considerando dois pontos geradores P; e P;, o bissetor associado ao diagrama de
Voronoi-PA ¢é um segmento de uma curva hiperbolica com focos em P; e P; ou um segmento

de reta em casos particulares (Okabe et al., 2000). Ha também o diagrama de Voronoi com
pesos combinados (Voronoi-PC), representado por

1
#(X,PY = X =P [ -ws, )
Wi

Onde o sinal dew;, também ndo ¢ restrito a valores positivos. Para este tipo de diagrama de

Voronoi, os limites das sub-divisdes sdo representados por uma funcao polinomial de grau
quatro, com forma geométrica bastante complexa (Okabe et al., 2000). Finalmente, o
diagrama de Voronoi de poténcia (Voronoi-PT) ¢ definido da seguinte forma

2
u(X,P)=|X-P[ -w, (5)
Para este caso os limites das sub-regides geradas pelos pontos geradores P, ¢ P; ¢ um segmento

de reta perpendicular ao segmento ligando os pontos P, e P, e passando pelo ponto XU dado
por (Okabe et al., 2000)

2 2
S 1 il TV (©)
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Uma propriedade importante do diagrama de Voronoi-PT, bastante Util nas aplicagdes, ¢ que
as sub-regides sao poligonos convexos. Esse tipo de diagrama de Voronoi ¢ especialmente
indicado para solu¢do de problemas com barreiras impostas por vias expressas, rios, lagos,
grandes parques, montanhas, etc. Para problemas com barreiras, a métrica para medir as
distancias ¢ mais elaborada (Okabe et al., 2000; da Silva, 2004). Se um obstaculo ou barreira
esta colocado na linha reta entre uma origem e um destino, torna-se necessario realizar um
desvio em torno do obstaculo. A métrica adotada, neste caso, € a da distdncia visivel mais
curta (Okabe et al., 2000; da Silva, 2004).

i

3. ASPECTOS COMPUTACIONAIS

A pesquisa cientifica em geometria computacional vem atraindo grande interesse nos tltimos
anos (Preparata e Shamos, 1975; Hoff III ez al., 2000), cobrindo diversas areas de informatica,
como, por exemplo, jogos computacionais, projeto assistido por computador, robdtica,
reconhecimento de padrdes, etc. Em particular, também cresceu muito o interesse por
diagramas de Voronoi (Aurenhammer, 1991, Hoff III et al., 2000). Os enfoques atualmente
utilizados para a constru¢do de diagramas de Voronoi sdo métodos combinatdrios, técnicas
incrementais, métodos de divisdo e conquista (divide-and-conquer), e métodos aproximados,
destacando-se a técnica plane-sweep (Fortune, 1987; Aurenhammer, 1991) e a técnica quad-
tree (Samet, 1988).



A técnica plane-sweep foi desenvolvida por Fortune (1987) e se destaca pela sua concepcao e
simplicidade computacional. Uma interessante demonstracdo pratica desse método pode ser
encontrado em < www.diku.dk/hjemmesider/ studerende/duff/ Fortune/ >. O método plane-
sweep ¢ bastante eficaz para a constru¢ao de diagramas de Voronoéi do tipo ordinario € com
pesos aditivos, mas ndo resolve problemas com pesos multiplicativos e problemas com
barreiras. Por essa razao utilizamos na nossa pesquisa a técnica quad-tree (Samet, 1988), que
se aplica igualmente a todos os tipos de diagramas de Voronoi de interesse.

A técnica quad-tree (Samet, 1988) ¢ um processo computacional para representa¢do de
imagens baseado na sucessiva sub-divisdo da figura em quadrantes, seguindo uma estrutura
hierarquica de dados. Suponha, por exemplo, que se deseja definir graficamente um bissetor
de um diagrama de Voronoi qualquer, bissetor esse que separa dois distritos adjacentes i € j
(Figura 2a).

Aqui os quadrantes sdo quadrados, mas podem também ser retdngulos. Em cada estagio do
processo (representado pelos diversos niveis na Figura 2b), cada vértice do quadrante ¢é
examinado, determinando-se qual o ponto gerador do diagrama de Voronoi mais proximo a
ele. Podem ocorrer duas situagdes: (a) os quatro vértices do quadrante tém um mesmo ponto
gerador como elemento mais proximo; (b) pelo menos um dos vértices € associado a um
ponto gerador diferente dos demais. Uma fungdo simples F, ¢ definida: (a) £, =i, se os

quarto vértices do quadrante Q estdo relacionados com 0 mesmo ponto gerador i; (b) £, =0,

se uma parte dos vértices do quadrante Q estd relacionada com um ponto gerador i, € os
outros vértices estdo relacionados com pontos geradores diferentes de i.

A medida que se avanga nos niveis, forma-se uma arvore de grau 4, em que a raiz (um
quadrante) se abre em quatro elementos iguais representados simbolicamente pelos
quadrantes NW, NE, SW, e SE, obtidos pela sub-divisdo da raiz (Samet, 1988). E o que
mostra a Figura 2. Os dados de cada quadrante s3o colocados num arquivo contendo seis
registros. Os primeiros cinco registros contém a identifica¢do da raiz (quadrante pai) e dos
quatro quadrantes gerados a partir dela (quadrantes filhos). O sexto elemento registra o valor
da fungdo F, . Por exemplo, na obtengdo do bissetor separando as sub-regides i ¢ j da Figura

2a, inicia-se com a imagem plena inicial formada pelo quadrado ACEGA. Para o quadrante
NW (ABIH na Figura 2a) tem-se F, =0, pois os vertices 4, B, and H estdo proximos do ponto

gerador i, enquanto o vértice / esta proximo do ponto gerador j. Os quadrantes NE e SW tém
também £, =0, mas, para o quadrante SE, tem-se F, = j, j4 que seus quatro vértices estdo

proximos do mesmo ponto gerador ;.
As seguintes regras sdo estabelecidas para o processo quadtree:

(a) O processo de sub-divisdo termina quando se encontra um sub-quadrante tal que
F, =k (k=+0).Por exemplo, o quadrante SE (quadrado DEFT ) na Figura 2a.

(b) O processo de sub-divisdo prossegue enquanto £, =0. Neste caso os valores
de F,sdo determinados para os quarto sub-quadrantes gerados a partir dele e

registrados.



(¢) Quando a seqiiéncia atinge um determinado nivel de precisao pré-estabelecido, o
processo quadtree termina.

A Figura 2b mostra a seqiiéncia de codificacdo do processo quadtree relacionado com o
quadrante noroeste ABIHA da Figura 3a. Os nés circulares em branco representam os
quadrantes do tipo £, =0. Os nos circulares pretos indicam as células finais (dentro do nivel

de precisdo desejado) que vao constituir a curva bissetora procurada. No exemplo da Figura 2,
apenas quatro niveis foram examinados e, obviamente, o bissetor resultante ¢ bastante
impreciso, exigindo maior detalhamento. Os nds quadrados, por sua vez, representam
quadrantes terminais do tipo F,, =k, com k#0.
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Figure 2 - A técnica quad-tree aplicada a construcdo de um
diagrama de Voronoi.

A técnica quad-tree leva a uma reducao substancial do tempo de computagdao na construcao
de diagramas de Voronoi ndo ordinarios. De fato, os pontos que formam as curvas bissetoras
dos diagramas de Voronoi sdo esparsos sobre a regido plana de interesse € uma grande parte
dos quadrantes serdo do tipo F,, =k (k#0), nos varios niveis do processo. Essa situa¢@o

geral leva a uma substancial redug@o no processo de sub-divisdo dos quadrantes. Em segundo
lugar, quando a constru¢do do diagrama de Voronoi ¢ completada, torna-se necessario
determinar os valores de diversas funcdes e de integrais para cada um dos distritos, e os
quadrantes resultantes, de tamanhos diversos, facilitam em muito essa tarefa. A técnica quad-
tree foi utilizada para construir os diagramas de Voronoi associados a aplicagdo descrita na
Sec¢ao 4.

4. APLICACAO AOS TRANSPORTES
Seréa apresentado nesta se¢do um exemplo de aplicacdo de diagrama de Voronoi associado a
um modelo de localizagdo-alocagdo na area de transporte urbano de pessoas. Outros

problemas de transportes e de logistica podem também ser tratados com a mesma metodologia
(da Silva, 2004; Galvao et al., 2006; Novaes et al., 2007).

4.1 Descriciao do problema



Diagramas de Voronoi sdo uteis para analise espacial e otimizagdo de localizagdao de diversos
problemas de transporte e de logistica. Neste artigo ¢ apresentado e discutido um problema de
localiza¢do de estagdes ao longo de um trecho de linha de metr6. A localizagdo 6tima das
estagdes de metrd e a alocagdo da demanda as diversas estagcdes sdao dois aspectos importantes
relacionados com projetos desse modo de transporte urbano (Hamacher et al., 2001; Saka,
2001; Laporte et al., 2002, Novaes et al., 2007). Nesta secdo ¢ apresentada uma aplicacdo
especifica, na qual os usudarios se deslocam de suas origens para um terminal localizado no
centro da cidade (CBD), escolhendo como meio de transporte o metrd, ou uma linha de 6nibus
alternativa, ou caminhando diretamente ao CBD. O problema ¢ determinar o nimero de
estagoes de metr0 e suas localizacdes Otimas, de forma a maximizar a captacdo da demanda
para esse meio de transporte. Outros objetivos podem ser adotados, como, por exemplo, a
minimizagdo do tempo médio de deslocamento total até o terminal do CBD (Okabe et al.,
2000, Se¢ao 9.2.7), minimizagdo do tamanho da frota de veiculos para um determinado nivel
de demanda (Saka, 2001), etc.

Seja a regido urbana hipotética R mostrada na Figura 3, que ¢ atualmente servida por uma
linha de Onibus convergindo para o terminal CBD. Além do terminal CBD, existem sete
pontos de embarque/desembarque ao longo da linha de dnibus, (numerados 1,...,7), dentro da
regido R. Uma nova linha de metr6 esta sendo planejada, que se desenvolvera ao longo de
uma circunferéncia de raio » = 3.85 km, como mostrada na Figura 3. A demanda de
transporte, no caso, segue uma fun¢do de densidade exponencial negativa, circular, com
centro no CBD. As curvas circulares da Figura 3 indicam os niveis de demanda em termos
percentuais, correspondendo 100% ao CBD.

Ao acrescentar uma nova estacdo a linha do metrd, dois efeitos contrarios influem na
possibilidade de captacao adicional da demanda, e na perda de parte da demanda ja existente
(Hamacher et al., 2001; Laporte et al., 2002). Em primeiro lugar, o tempo de percurso do
metrd vai aumentar devido aos tempos adicionais ocasionados pela aceleragdo e desaceleracao
da composicao, como também pela parada do trem na nova estagdo. Para alguns usudrios, esse
tempo adicional pode alterar sua escolha do modo de transporte, levando-os a selecionar o
onibus ou decidir ir a pé até o CBD. Em segundo lugar, esse acréscimo no nimero de pontos
de embarque poderd atrair para o metré novos usuarios localizados nas proximidades da nova
estagdo. Assim, dois efeitos contrarios ocorrem nesse processo, € o modelo de otimizagdo
busca equilibrar tais efeitos, selecionando o numero e a localizagdo das estagdes que
maximizem a captagdo da demanda para o sistema de transporte rapido (Hamacher et
al.,2001; Laporte et al., 2002).

4.2 Diagrama de Voronoi correspondente
Sejam y, e y, aaceleracdo e a deceleragdo da composicdo de metr6 e seja V. sua velocidade

de cruzeiro projetada (Saka, 2001). Durante as fases de aceleragdo e desaceleragdo, as
distancias cobertas pelo veiculo sdo, respectivamente,

2 2
pw=te and D(””:V—C. (7)
27/(1 270[

Se D, ,., € a distancia na linha férrea entre as duas estagdes adjacentes i € i +1, a velocidade do

metrd nesse trecho ¢ dada por
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Figura 3 — Uma regido urbana servida por uma linha de 6nibus e
uma nova linha de metr6

Para cada configuracao, representada pelo numero de estagdes e as respectivas localizagdes, a
velocidade média em cada link ¢ computada de acordo com (8) ou (9). Assim, o tempo de
percurso da composi¢do, desde a estagdo i até¢ o CBD, ¢ dado por
TER ) B I —
v =3 Vf(—)“ + > 8T, (10)
j=1

Jj=0 J.j+l

<=, 1 ~ : A

onde ST ¢ o tempo médio de parada numa estacdo. No caso da linha de 6nibus, uma vez que
o numero ¢ as localizacdes dos pontos de parada sao admitidos fixos no problema, e uma vez
que o movimento dos veiculos ¢ afetado pelas interferéncias com o fluxo externo, admitiu-se

uma velocidade média constante V' . Assim o tempo médio de percurso do 6nibus desde o
ponto de parade i até o CBD ¢ dado por
=5 Dir 3 g7 (1)
A s

Jj=0

<), 1 A
onde ST ¢ o tempo médio de parada do dnibus num ponto qualquer. Por outro lado, o tempo
de percurso a pé do usuario, desde seu ponto de origem X até um ponto de Onibus ou uma
estacdo de metrd, representados genericamente por P, ¢ dado por

() :%Hx -p|. (12)



onde V' ¢ a velocidade média de uma pessoa ao caminhar, sendo k£ um coeficiente corretivo
(route factor) que reflete a impendancia da rede viaria em relagdo a métrica Euclidiana
(Galvio et al., 2006; Laporte et al., 2002). O tempo médio de espera ¢’ num ponto de

embarque qualquer ¢ admitido como igual a metade do headway 7; observado na rota L que
contenha i (L = s para metr0, ¢ L =b para Onibus).

O tempo total gasto por uma pessoa se deslocando do ponto X até o CBD, através do ponto de
embarque genérico i (metro ou Onibus), ¢ dado pela soma desses trés elementos

T =" +tD+"  (i=1,.,m). (13)
Assim, para cada origem X, o modelo busca o ponto de embarque i (seja Oonibus, metrd, ou
caminhando diretamente a pé até o CBD) que apresente o menor valor de 7. Fazendo as
necessaries substituigdes em (13), 7, pode ser expresso da seguinte forma

T=c|X-P| +w, (@=12..m), (14)

onde ¢ ¢ uma constante. Dividindo ambos os termos de (14) por ¢, o processo de zoneamento
resultante, em cada estdgio do modelo de localiza¢do/alocacdo, pode ser representado por um
diagrama de Voronoi com pesos aditivos (Se¢do 2), associado aos pontos geradores
P={P,P,,..P }, quesdo, no caso, os pontos de transferéncia (6nibus, metrd e o CBD).

4.3 Modelo de localizacao/alocacao

O objetivo do modelo de localizagdao/alocagdo ¢ maximizar o total de passageiros que
potencialmente pode ser transportado pelo metrd, atuando em duas variaveis de decisdo: (a)
numero de estacdes de metro; (b) localizagdo das estagdes ao longo da linha. Uma vez que o
tracado em planta do metr6 ja estd definido neste exemplo, os locais possiveis para
localizagdo das estagdes estdo sobre um arco de circunferéncia. Esses pontos podem entdo ser
representados por uma variavel 6 (um angulo) de forma que cada ponto ao longo da linha
corresponda a um valor de 0 dentro do intervalo (@, , Omay). Seja @ = (6, ...,65) o vetor que
representa as localizagdes das estagdes, sendo s o numero de estagdes. Seja @¢(X), por outro

lado, a fun¢do que representa a densidade da demanda no ponto X. A fungdo objetivo a ser

maximizada ¢ a seguinte
b+s

G©,)= > [#X)ax, (15)

i=b+1 y
onde i representa as estagdes de metrd (i=1,2,...,s), sendo V, o diagrama de Voronoi

correspondente a estacdo i. A avaliacdo numérica de G(O®,) envolve a construgdo do

diagrama de Voronoi, com pesos aditivos, correspondente a cada ponto de embarque (6nibus,
metrd, a pé). Essa construgdo foi feita, neste caso, com a técnica quad-tree (Secdo 3). Foi
utilizado, para maximizar (15), o método de Hooke e Jeeves (1962). No modelo foi imposta
apenas uma restri¢do, obrigando a distdncia média entre estagdes de metrd ndo ser inferior a
uma determinada extensdo, no caso em questao 800m.

4.4 Aplicaciao do modelo
Para a aplicacio do modelo foram adotados os seguintes valores para as varidveis do

problema: k =1.35, ¥, =4.4 km/h, 7" =20 km/h na linha de énibus, ¥, =60 km/h para o
metrd, tempo médio de parade igual a 90 seg para 6nibus e 30 seg para metrd, headway de 5



min para 6nibus e 1,5 min para o trem. Por outro lado, as pessoas nao estdo dispostas a andar
longas distancias para usar o transporte publico, preferindo, nesse caso, ir direto a pé¢ ao CBD,
utilizar o automovel ou tomar um taxi. Com base em Sullivan e Morral (1996), admitimos
um tempo maximo de percurso a pé de 20 min até a estacdo do metro, e de 15 min até o ponto
de onibus. O modelo de otimizacdo, combinado com o sub-programa para construir o
diagrama de Voronoi com pesos aditivos, foi aplicado variando o nimero de estagdes do
metrd de 1 a 7. Os resultados sdo mostrados na Tabela 1, onde aparecem o numero de
iteracOes necessarias para se chegar a solucdo 6tima, a distancia média entre estagdes e o nivel
de demanda atraida pelo metrd, expressa em porcentagem sobre a demanda total.

Observa-se que, para 5 estagdes, se alcanca o maximo nivel de atracdo da demanda para o
metr6. Mas, como a distincia média minima entre estacoes foi limitada a 800m nesta
aplicacdo, a solucdo final, que atende a restri¢do, possui quatro estagdes, conforme indicado
na Tabela 1. Na Figura 4 sdo mostradas as localizagdes 6timas das estagdes de metrd para a
solugdo de quatro instalagdes, juntamente com as areas de influéncia de cada ponto de
embarque, mais o CBD. Essas areas de influéncia sdo o resultado da aplicacdo do diagrama de
Voronoi com pesos aditivos.

Table 1 - Resultados da otimizagdo em fun¢do do ntimero de esta¢bes do metro

Numero de Numero de Distancia media Demanda atraida
estagoes do iteragdes & entre estagdes (m)  pelo metrd (%)
metro (s)

1 29 2,103 25.38

2 65 1,402 44.04

3 205 1,051 50.71

4 227 841 52.19

5 359 701 52.62 (%)

6 441 601 52.32

7 443 526 51.61

(*) Captacdo maxima da demanda pelo metrd devida aos efeitos contrarios na
atrag@o dos usuarios.

6. Conclusoes

Desenvolvimentos recentes em geometria computacional abriram caminho para se trabalhar
com diagramas de Voronoi de maior escala e mais complexos, o que possibilitou resolver
importantes problemas de transportes e de logistica. A utilizacdo de diagramas de Voronoi
ndo ordindrios, como o de pesos multiplicativos, aditivos ou combinados, bem como os
diagramas de Voronoi com obstaculos, associados a modelos de otimiza¢do do tipo
localizagdo-alocagdo, permitem resolver problemas praticos nas fases de planejamento de
sistemas de transporte, conforme demonstrado no presente trabalho. Da mesma forma,
problemas espaciais de logistica podem ser resolvidos de forma semelhante.

De fato, diagramas de Voronoi podem ser utilizados na solu¢do de problemas logisticos
relacionados com a determinagdo de zonas de servigos a serem alocadas a pessoas ou veiculos
(Boots e South, 1997; Galvao et al., 2006; da Silva, 2004; Novaes et al., 2007). A utilizagao
de diagramas de Voronoi na solu¢do de problemas logisticos leva geralmente a fatores de
carga mais equilibrados entre os distritos. Isso ocorre porque os diagramas de Voronoi
associados a esses problemas apresentam grau de liberdade maior do que as formas de
zoneamento resultantes dos métodos tradicionais. Por outro lado, o potencial das possiveis



aplicagdes de diagramas de Voronoi ¢ bastante grande e merece ser explorado extensiva e
intensivamente.
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